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Chapter 4. 상태변수모델state space model 
 

 4.1 상태변수모델state space model 

 

상태변수모델이란 어떠한 시스템을 수치적으로 표현함에 있어서 그 시스템을 가

장 잘 나타낼 수 있는 상태state들을 선정하여, 이러한 상태들의 상호 연관성을 가

감승제 및 미분 등의 기타 수학적인 관계식으로 시스템을 표현한 모델을 말한다. 

 

 시스템의 상태state란? : 시스템의 역학을 나타내는 식에서, 앞으로의 변화 및 

출력에 대한 정보를 알려줄 수 있는 변수들의 집합. 

 

예를 들어서, 온도와 습도에 따라서 바람의 방향과 세기가 변화하는 골짜기가 있

을 때, 온도와 습도를 상태변수로 잡으면, 바람의 방향과 세기를 표현하는 데 있

어서 매우 유용하며, 더 나아가 그 골짜기에 내가 원하는 바람의 방향과 세기를 

만들려면 상태변수, 즉 온도와 습도를 어떻게 만들어야 하는지도 역으로 알 수 

있을 것이다. 따라서 상태변수는 그 시스템을 잘 표현할 수 있는 가장 중요한 지

표가 되며, 어떤 물리적인 변수를 상태변수로 잡아야 하는지 아는 것도 그 시스

템을 이해하는 데 매우 중요한 일이 된다. 

 

 상태변수 )(),...,(),( 21 txtxtx n → 현재의 값과 입력 신호를 알면 해당 시스템

의 미래의 행동(출력)을 결정할 수 있는 변수들 

 

 
그림 4.1.1 시스템의 입력과 출력 

 

이러한 상태변수를 활용한 시스템 모델은 컴퓨터를 활용한 해를 구하기가 용이

하며, 비선형, 시변시스템time-varying system, 다변수시스템multivariable system 등 넓은 영

역에 사용 가능하다 일반적으로 어떤 시스템을 표현할 때 시간에 대한 미분/적

분이 사용되는 경우가 매우 많은데 상태 변수 모델은, n차 상미분방정식을 여러 

개의 1차 미분방정식으로 분해 하여 나타낼 수 있기 때문에 시스템을 분석적으

로 활용하는 데에도 매우 편리하다. 
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 2개의 1차 미분방정식으로 쪼개서 표현이 가능하다. 

 

 4.2 질량-스프링-댐퍼 시스템의 상태변수 모델링 

 

(Example 4.2.1)  

기초 물리학에서 가장 많이 사용되는 질량-스프링-댐퍼 시스템을 상태변수 모델

을 사용하여 모델링해 보자. 

 
그림 4.2.1 질량-스프링-댐퍼 시스템 

 

그림 4.2.1의 질량, 스프링, 댐퍼로 이루어진 시스템은 각각 그 요소 관계식이, 관

성력 ymmaF  , 스프링의 힘-거리 관계식 kyF   그리고 댐핑 관계식 

ycF  로 정의된다는 것을 알고 있으므로, 선형시스템이라는 가정을 도입하면, 

힘 입력 )(tF 를 가했을 때 질량 m 인 물체의 변위 y 는 위 세가지 식의 합인 

다음과 같이 정의된다. 

 

)(
2

2

tFky
dt

dy
c

dt

yd
m       (4.2.1) 

 

이 때 상태변수 1x , 2x 를 다음과 같이 정의하면 식(4.2.1)은 식(4.2.3)과 같이 표

기된다. 
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)(12
2 tFkxcx

dt

dx
m        (4.2.3) 

 

이를 상태변수 모델링의 표준 폼form으로 표기하면,  
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     (4.2.4) 

 

여기서 벡터 x 을 다음과 같이 정의하면 식(4.2.4)는 다음과 같은 상태변수 모델

링 기본형으로 표현 가능하다. 
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 상태변수 모델의 기본형 





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uxy

uxx

DC

BA
       (4.2.6) 

 

(Example 4.2.2)  

이번에는 간단한 전기시스템인 커패시터-코일-저항으로 이루어진 시스템을 해석

해 보자. 

A

L

R y
Vc c

u(t)

Li

 
그림 4.2.2 커패시터-코일-저항 시스템 

 

저항의 방정식 iRV  , 커패시터의 방정식 
dt

dV
Ci  , 코일의 방정식 

dt

di
LV 

를 알면 키르호프Kirchhoff의 전압법칙Voltage Law 및 전류법칙Current Law을 사용하여 다

음과 같은 시스템의 방정식을 도출해 낼 수 있다. 
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       (4.2.7) 
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커패시터와 코일은 저항과는 달리 에너지를 저장할 수 있기 때문에, 상기 회로에 

저장된 에너지는 다음과 같이 표기 가능하다. 

 

22
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CL CVLiE        (4.2.8) 

 

시스템의 방정식 (4.2.7)은 각각, node A에서의 키르호프의 전류법칙(KCL) 및 회

로의 오른쪽 루프에서의 전압법칙(KVL)을 적용한 것이다. 여기서 상태변수를 커

패시터에 걸리는 전압 CV 와 코일에 흐르는 전류 Li 로 설정하면 시스템 방정식

(4.2.7)은 다음과 같이 정리된다. 
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   xRRxRiy L 02       (4.2.12) 

 

상기의 두 가지 예제를 비교하면 예제 4.2.1에서는 상태변수 1x , 2x 가 단순히 미

분관계임에 비해 예제 4.2.2에서는 두 개의 별도의 미분방정식을 가지는 CV 와 

Li 로 되어 있는 것을 알 수 있다. 상태변수의 선정은 해당 시스템을 가장 잘 표

현 하는 변수로 구성하여야 하며, 여러 가지 다양한 선택의 조합이 있을 수 있다. 

특히 미분방정식이 여러 가지로 구해질 수 있는 경우는 다양한 변수를 상태변수

로 선정하는 것이 가능하며, 상태변수의 선정은 모델링하는 사람의 관심에 따라

서도 달라질 수 있다. 
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 4.3 상태 미분 방정식과 라플라스Laplace 변환과의 관계 

 

uxx ba        (4.3.1) 

)()()0()( sbUsaXxssX      (4.3.2) 

)()0(
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)( sU
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



     (4.3.3) 

 

식 (3.3.3)에 Inverse Laplace transform을 취하면, 

 

 
t

taat dbuexetx
0

)( )()0()( 
    (4.3.4) 

 

cf) convolution: )()()( sXsHsY   일 때 






  dthxty )()()(      (4.3.5) 

 

Transition matrix atet  )( 이라 정의하면 

 
t

dbutxttx
0

)()()0()()(     (4.3.6) 

 

x, a, b, u 가 행렬일 경우 (확장해보자) 

 
t

dttt
0

)()()0()()(  buxx    (4.3.7) 

 

cf) State transition matrix:  k
k

t
k

A
t

A
AtIAt

!
...

!2
)exp( 2

2

  (4.3.8) 

 

< 표 4.1 Matrix와 vector의 일반적인 표기법notation> 

표기 예시 설명 내용예 

대문자 Bold A, B, C Matrix 








2221

1211

aa

aa
 

소문자 Bold x, b, u Vector 








2

1

b

b
 

소문자 Normal d, e Scalar constant 상수 

소문자 Italic k, q Scalar variable 변수 
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 4.4 상태방정식으로부터 전달함수 구해내기 

ubAxx        (4.4.1) 

cxy         (4.4.2) 

 

각각의 Laplace tr. 을 취하면, 

)()()( sUsss BAXX       (4.4.3) 

)()( ss CXY        (4.4.4) 

 

(4.4.3)을 다시 정리하면  

)()()( sUss BXAI         (4.4.5) 

)()()( sUss BX   where  1)()(  AIss   (4.4.6) 

 

식(4.4.6)을 식(4.4.4)에 대입하면 

)()()( sUss BCY       (4.4.7) 

where )(][)( 1 sGss   BAICBC    (4.4.8) 
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2)3(
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 4.5 상태천이행렬state transition matrix 

 

직접 exponential을 통해서 구하는 방법과 라플라스 변환을 통한 방법, 두 가지 

방법이 있다. 

 

 exp. 활용 

 


 !3!2!
)exp()(

3322
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tAtA
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  (4.5.1) 

 

 Laplace 역변환 활용 

 

)(s 를 구해서 라플라스 역변환 한다. 

 
1)()(  AsIs       (4.5.2) 

}){()( 11   AsILt       (4.5.3) 

  상태천이 행렬을 구할 수 있으면, 컨볼루션convolution을 활용하여 시간영역에

서의 해를 구할 수 있다. 

 

 duttt
t

)()()0()()(
0

Bxx       (4.5.4) 

 

 

 4.6 상태변수state variable 모델을 이용한 시간응답계산 

 

이산 시간의 근사화와 미분의 기본정의 활용함 

t

txttx
x

t 





)()(
lim

0
       (4.6.1) 

 

충분히 작은 Tt  에 대하여 

T

txTtx )()( 
x       (4.6.2) 

)()(
)()(

tutx
T

txTtx
BA 


     (4.6.3) 

)()()(][ tuTtTTt BxIAx       (4.6.4) 

 

kTt   (k=0,1,2,∙∙∙) 라 놓으면 

)()()(])1[( kTuTkTTTk BxIAx      (4.6.5) 
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Example (3.6) RLC 회로의 응답. 
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T= 0.2로 잡으면 (가장 작은 시정수의 절반 이하) 

)(2.0)()2.0()1( kukk BxIAx      (4.6.7) 
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만약 )(ku =0 이고, 1)0()0( 21  xx  이면 
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< 표3.2 계산 결과표> 

 

 0 T 2T 3T  

1x  1 0.6 0.36 0.216  

2x  1 0.6 0.36 0.312  
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